I. ULUSAL HAVACILIK VE UZAY KONFERANSI UHUK-2006-076
21-23 Eylll 2006, ODTU, Ankara

YAPISAL OLMAYAN COZUM AGLARINDA YUKSEK MERTEBELI KAPALI SIKISAMAZ
NAVIER-STOKES AKIS ¢OZUCUSUNUN GELISTIRILMESI

Onur BAS' Ali Ruhsen CETE' ismail H. TUNCER*
Ortadogu Teknik Universitesi, Turbotek Ltd. $ti., Ortadogu Teknik Universitesi,
ANKARA ANKARA ANKARA
OZET

Bu calismada yeni gelistirilen ve yapisal olmayan ¢6ziim aglarinda kapali bir formiilasyon semasi
olan Degisen Ardisik Hiicre Yonlii Kapali Formiilasyonu (DAHYKF) kullanan sikisamaz Navier-
Stokes ¢dziiciisi lizerinde, degisik mertebelerde yeniden degisken olusturma semalarinin ¢ézim
hassasiyetine etkileri incelenmistir. Kullanilan DAHYKF ¢éziim ybntemi, hiicresel gevgeme ybntemi
ile kargilagtiriimigtir. Yeniden dedisken olusturma semalarini test etmek igin diisliik Reynolds sayili
tek elemanli NACA 0008 kanat profilinin ve iki elemanli NLR 7301 kanat profilinin segildigi bu
calismada, birinci, ikinci ve Uglincl dereceden (U-MUSCL) yeniden degisken olugturma
semalarinin degisik ¢bziim aglarinda hata oranlari karsilastiriimis ve degisen U-MUSCL
parametresinin sayisal hataya etkisi incelenmistir. DAHYKF ve hiicresel gevseme semalarinin
¢6zlim zamani ve yakinsama adim sayisina etkisinin incelenmesi igin ise NACA 0008 kanat profili
cevresinde olusturulan yapisal ve yapisal olmayan ¢6ziim aglari segilmistir. Elde edilen sonuglarla
DAHYKF kapali ¢bziim ybnteminin, kapali hiicresel gevseme ybnteminden, hesaplama zamani
acisindan segilen yapisal agda %22.5, yapisal olmayan agda ise %18 daha verimli oldugu
gosterilmigtir.

GIRIS
Havacilik alaninda yapilan Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi (HAD) calismalari géz dnlne
alindiginda, insansiz hava araglarinin kullanim alanlarinin yayginlagsmasi ve havacilik sektortiindeki
degerlerinin ispatlanmasiyla birlikte, distk hiz ve dusik Reynolds sayilarinda hesaplama
gerektiren sikisamaz akislar ve bu akislarin ¢ézimu énem kazanmistir. Bu sebeple hizl ve kararli
sikisamaz akis ¢dzlculerine olan ihtiya¢ artmaktadir. Ayni zamanda, elde edilen ¢6zimun
kullanilabilirligini belirleyen hassasiyet mertebesi, sayisal ¢ozum yontemleri icin gok 6nemlidir. Bu
amag icin gelistirilen, yapisal veya yapisal olmayan dértgen ¢éziim aglarini ve yapay sikisabilirlik
yontemine gore degistiriimis sikisamaz N-S denklemlerini [9] kullanan ¢6zticl Uzerinde, DAHYKF
zaman adimi yontemi kullanilarak hizl ve kararli bir yapi olusturulurken, MUSCL semasinin
yapisal olmayan ¢6zim aglarina uyarlanmis sekli olan U-MUSCL (Unstructured-Monotone
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Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws) [2] yontemi kullanilarak hassasiyet mertebesi
arttinlmistir.

AKIS ¢OzUcUsU

Sikisamaz akis varsayimi yapildiginda, kitlenin korunumunu temsil eden stireklilik denklemi
karakter degistirerek hiperbolik yapidan eliptik yapiya gegmektedir. Dedisik karakterdeki
denklemleri iceren bu denklem sisteminin sayisal ¢ézimu zor oldugu icin uygulanan degisik ¢6zim
yontemleri vardir. Bu amacla gelistiriimis ydntemler temel olarak Ui¢ kategori altinda incelenebilir.
ik kategoriyi Vortisite-Akim fonksiyonu yéntemi olusturmaktadir. ikinci kategori, MAC (Marker and
Cell) yénteminin [10], projeksiyon yontemlerinin [8], ve yaygin kullanilan SIMPLE ve benzerlerinin
[7] iginde bulundugu, genellikle basing Poisson denklemlerinin ¢ézildigu basing temelli
yontemlerdir. Son kategori ise ilk olarak Chorin [9] tarafindan ortaya atilan ve 6z kitle temelli
yontemlere benzeyen yapay sikigabilirlik ydontemidir. Vortisite-Akim fonksiyonu yontemi iki boyutta
verimli olmasina ragmen U¢ boyuta ¢ikarilmasi oldukga zordur. Basing temelli ydntemlerin ise
verilen sinir sartlarina olan hassasiyeti ylksektir ve poisson denklem ¢ézimiinin oldukga zaman
almasi sebebiyle bazi kosullarda ¢6zim zamani agisindan verimlili§i disuk olmaktadir. Bu
calismada yapay sikisabilirlik yéntemi kullaniimis ve bu yénteme goére degistiriimis denklem sistemi
asagida verilmigtir.
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Bu denklem sisteminde yer alan B sembolil yapay sikisabilirlik parametresini temsil eder ve bu
calismada alinan ¢éziimlerde sabit olarak “1” degeri kullaniimistir. Bu formillerde gérilen aki
terimleri tasinim ve yayinim terimleri olarak ikiye ayrilabilir. Taginim terimlerinde aki vektortu bolme
yontemleri uygun olmadidi igin [5] Roe aki farki bdlme ydntemi, yayinim terimlerinde ise merkezi
turev alma yontemleri uygulanmaktadir.

Yukarida verilen akis denklemlerinin ayriklastirilabilmesi igin ¢6zum agina ihtiya¢ duyulmaktadir.
Temel olarak ikiye ayrilabilen ¢ézim aglarindan veri ydénetimi daha zor olmasina ragmen karmasik
geometrilere daha kolay uygulanabilmesi sebebi ile yapisal olmayan aglar 6ne ¢ikmaktadir.

Zaman adimi igin ise temel olarak agik ve kapal olmak Uzere iki farkli yapi kullanilabilir. Agik
yaplya sahip olan ayriklastirmalar uygulama kolayligi ve adim bilgisayar zamani agisindan
avantajli olurken kararlilik ve ¢éziim agina baghlik agisindan sorunludur. Kapali formilasyona
sahip olanlar ise kararllik agisindan gugli olmasina ragmen her adimda gergeklesen matris
¢6zumleri, fazla zaman alici olmakta ve bazen ¢ozlilemeyecek kadar blylk matrisler
olusabilmektedir. Bunun yaninda yapisal ¢6zim aglarinda kullanilan hizli kapali formilasyonlar
geligtiriimistir. Bu ¢alismada, yapisal olmayan ¢6zim aglarinda da kullanilabilen bir hizli kapah
formulasyon turl olan Degisken Ardisik Hicre Yonlu Kapali Formilasyonun (DAHYKEF) [3]
sikisamaz Navier-Stokes denklemlerine uygulanmis versiyonu kullaniimistir[1] .

DAHYKF yonteminin temelinde ardigik hiicre yonu kavrami bulunmaktadir. Cift sayida kenara
sahip hucrelerde kargsilikli kenarlardan (ya da ylzlerden) gegen ydnler tanimlamak mimkdndur. Bu
tip hicrelere sahip bir ag yapisinda birbirini izleyen hiicrelerin yonlerini birlestirerek Sekil 1'de
goruldugu gibi “ardisik hicre yonleri” (Sequential Cell Directions) elde etmek mimkindur. Tek
bloklu yapisal aglarda Ardisik Hicre Ydnleri egrisel koordinatlarla ayni olacaktir. Yapisal olmayan
aglarda ise bu yolla bir yon yapisi olusturmak ve bu yapidan yararlanarak gizgisel gevseme
benzeri ¢6zim yodntemleri uygulamak mimkundur.
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Sekil 1. Yapisal olmayan ¢6zim aglarinda tanimlanan ¢6zim bantlarina érnek

DAHYKF yontemi ardisik huicre yodnlerinde kapali formilasyon uygulamak suretiyle G¢ bantli
katsayilar matrisine sahip denklem sistemleri olusturup bunlari ¢cézmektedir. Sekil 1’de ¢6zim
yonleri temsili olarak gdsteriimekte Sekil 2'de ise yontemin semasini agiklamak igin hiicre
yonlerinin birinde kapali formulasyon uygulanan bir hiicre merkezi goésterilmektedir. Yontem, yapisi
geregdi dortgen elemanlar iceren ¢6zim aglari kullanmaktadir. Doértgen elemanli yapisal olmayan
¢6zum aglar1 yaygin olmamakla birlikte iggen elemanli ¢éziim aglari kolaylikla dértgen elemanli
hale dénustirulebilmektedir.

M hiicresine gore yazilan denklemde

Bilinmeyen hiicreler

Cozum dalinin diger denklemlerinde
bilinmeyen olacak hicreler

Degerleri bilinen olarak kullanilacak
hiicreler (agik formulasyonla)

M noktasindan gegen ¢6ziim bantinda
kullaniimayan hicreler

Kenarlarda aki degerlerinin eldesi igin
alinacak integral alanin ¢eperleri

Sekil 2. Tanimlanan bir hiicre yéniinde kapali formulasyon uygulanisi

YENIDEN DEGISKEN OLUSTURULMASI

Sonlu hacimler yontemlerinde kenar tzerinde aki hesaplanirken kullanilan, Roe yénteminin
taniminda da gegen ve Sekil 3’de gdsterilen kenarin sol ve saginda yeniden olusturulan akis
degiskenlerinin olusturulma sekli sayisal semanin hassasiyetini belirler.

A
A
[}

° »
VQ] RL RR VQ_[

Kenar
Sekil 3:Kenar Uzerinde Aki Gosterimi
Uygulamasi digerlerine gore kolay olan birinci derece hassasiyet icin sol ve sagdaki akis
degiskenleri buralardaki hiicre degerlerine esit kabul edilir. Birinci derece yeniden degisken
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olusturulmasinin yayilim karakteri ¢ok gticli oldugu icin bu yapi ile elde edilen sonuglar, blylk
sayisal hatalar icermektedir.

Yapisal olmayan ¢6zim aglarinda ikinci derece hassasiyete sahip ¢éztumlerin elde edilmesi igin ise
en yaygin kullanilan yéntem parc¢all dogrusal yeniden degisken olusturulmasidir. Formuli asagida
verilen bu yapida hesaplanmasi gereken VQ ise Green-Gauss teoremi yardimiyla veya en kiguk

kareler yontemi ile hesaplanabilir.
0,=0,+VO,.R,

Yapisal olmayan ¢6zim aglarinda tglincu derece hassasiyete sahip ¢déziimlerin elde edilmesi igin
ise literatlirde yer alan U-MUSCL [2] semasi tercih edilmistir. Yapisal aglarda en yaygin kullanilan
yontemlerden biri olan MUSCL semasinda, kullanilan nokta sayisini arttirmadan, kenarda pargali
dogrusal yeniden degisken olugturulmasinda kullanilan ve soldan veya sagdan alinan bilgilere ek
olarak karsi tarafin degisken degeri de kullanilarak hassasiyet derecesi arttiriimaktadir. Ayni temel
yaplya sahip olan U-MUSCL semasi da MUSCL gibi tek parametreli, degisken hassasiyet

mertebeli bir semadir ve segilen y degerlerine gore degisik hassasiyet, dolayisi ile degisik yayihm
hatalari olugturulabilir. Formulasyonu asagida verilen U-MUSCL yeniden degisken
olusturulmasinda y =0 icin pargal dogrusal yeniden degisken olusturulmasina es bir yapi elde
edilmektedir.

0, =0, +§(Qj _Qi)"'(l_Z)VQi-RL

SONUCLAR ve YORUMLAR

Yapisal olmayan ¢6zim aglari ve sikisamaz N-S denklemleri igin birinci, ikinci ve tglncl
mertebeden yeniden degisken olusturulmasinin incelenmesinde, tek parametreli, degisken

hassasiyet mertebeli bir sema olan U-MUSCL degisik y dederleri ve degisik ¢ozim aglarinda test
edilmistir. Bu galisma siiresince alinan ¢oéziimlerde CFL degeri 10" olarak alinmistir. NACA 0008
kanat profili, 6000 Reynolds sayisi ve 2 derece hiicum agisi igin degisik ¥ degerleri alinarak

260x40 yapisal ag Uzerinde elde edilen sonuglarin hata miktarlari ve yakinsama grafikleri Sekil 4'te
gosterilmistir.
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Sekil 4: Hata Oraninin U-MUSCL Degiskeni Olan 4 ile Degisimi ve Degisik X Degerlerinde Yakinsama
Karakterleri
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Sekil 4’te verilen sonuglar goéz 6nine alinarak en az sayisal hata olusumuna sebep olan ¥ degeri
0.6 olarak belirlenmekle birlikte 0.5 ve 0.6 degerleri i¢in birbirine ¢ok yakin sayisal hata degerlerine
ulagiimistir. Yakinsama karakterinin y degeri ile degisimine bakildiginda ise 0.5 degeri 0.6
degerine gore ¢ok avantajlidir. ¥ 'nin 0.7 segcildigi durumda ise yakinsama elde edilememisgtir.

Hassasiyet ve kararlilik agisindan en uygun olduguna karar verilen y =0.5 degerinin yaninda birinci

(parcall sabit yeniden degisken olusturulmasi) ve ikinci dereceden hassasiyet (pargali dogrusal
yeniden degisken olusturulmasi) kullanilarak 260x40 yapisal agda elde edilen sonuclarda
hassasiyetin basing katsayisi tUizerindeki etkisi gorsel olarak Sekil 5’de verilmis.

INS20

1. derece hassasiyet
2 derece hassasiyvet
3. derece hassasiyvet
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Sekil 5: Sayisal Hata Miktarinin Basing Katsayilari Uzerinde Gorsel Kargllastiriimasi

4 'nin 0.5 degeri igin 220x30, 260x40 ve 300x50 olmak Uzere U¢ degisik ¢cozum aginda alinan
sonuglarda, hata oraninin karakteristik uzunluk, bu uzunlugun karesi ve kipuyle degisimi Sekil 6'da
verilmigtir.
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Sekil 6: Hata Oraninin Karakteristik Uzunluk, Uzunlugun Karesi ve Kipd ile Degigimi

Sekil 6’da verilen grafikte hata mertebesinin karakteristik uzunlugun kipu ile dogrusal oldugu
gorilmektedir. Literatirde UGglincl derece hassasiyete sahip oldugu analitik olarak ispatlanan [2]

¥ =0.5 deg@erinin hassasiyeti sayisal olarak da ispatlanmistir.
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Degisik mertebelerdeki yeniden degisken yapilandirma semalarinin kullaniimasi yoluyla yapisal
olmayan ¢6zim aglarinda alinan sonuglarin karsilastiriimasi icin ise Sekil 7°de verilen ¢ézim agi
ve NLR 7301 iki elemanli kanat profili gevresinde 2.51x10° Reynolds sayisi ve 6 derece hiicum
acisi segilmistir. Sekil 7’de ayni zamanda segilen bir bolgede yer alan ¢6zim bantlari da kesikli
cizgi ile gosterilmistir. Elde edilen sonuglarin deneysel verilerle [6] karsilastiriimasi Sekil 8'de

gosterilmistir. Sekil 8'de goéruldigu tzere yapisal olmayan aglarda da artan hassasiyet, sonuglarin
onemli derecede deneysel verilere yaklasmasini saglamaktadir.
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Sekil 8: NLR 7301 Cevresindeki Basing Katsayisi Dagiliminin Degisik Hassasiyet Mertebelerinde Deneysel
Veri lle Karsilastiriimasi
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DAHYKF yénteminin yapisal olmayan ¢6zim aglarinda yaygin kullanilan hiicresel gevseme (HG)
yontemi ile karsilastiriimasi icin ise yakinsama adim sayisinin ve toplam ¢éziim zamaninin NACA
0008 profili gevresinde 6000 Reynolds sayisi ve 2° hiicum agisi igin yapisal (260x40) ve yapisal
olmayan (10360 noktali) ¢dziim aglarinda degisimi incelenmistir. CFL degerinin 10" olarak alindig
bu ¢ézimlerde, yakinsama adim sayisinda, yapisal ¢ézim aglarinda %26, yapisal olmayan
aglarda ise %23 azalma gdzlenmis ve ortalama artik-adim sayisi grafikleri Sekil 9’da verilmigtir.
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Sekil 9: Ortalama Artik-Adim Sayisi Grafikleri

Toplam yakinsama bilgisayar suresi gbz 6éntne alindiginda ise yapisal ¢6zum aglarinda %22.5,
yapisal olmayan ¢6zim aglarinda %18 azalma gdzlenmistir. AMD 64-bit 3000+ islemci ve 1.0 Gb
hafiza kullanilarak elde edilen ortalama artik-gozim suresi grafikleri Sekil 10°da verilmistir.
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Sekil 10: Ortalama Artik-C6zim Zamani Grafikleri
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